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 1．序
 非整数のハウスドルフ次元を持つフラクタルは，近年多様た系で見いだされている．その中
で，古典的カントール集合やシエルピソスキー・ガスケットだとは厳密に自己相似性を満たし，
単純た生成規則を逐次的に適用することによって作ることができる（Mande1brot（1983））．し
かし，一般の物理現象から生ずるフラクタルでは，上の例のような単純なスケーリング構造は
なく，スケーリング指数のスペクトルを考えたければたらたい．この種のフラクタルはマノレチ
フラクタルと呼ばれている（Ha1sey et a1．（！986））．
 ここでは，形式的に統計力学的手法を用い，エントロピー関数とそのルジャンドル変換（例
えば，LandauandLifshitz（1969）），及び自由エネルギーを導入することにより，マルチフラ
クタノレのスケーリング的振舞いが完全に記述できることを示そう．
 2．フラクタルにおけるエントロピー関数
 2．1エントロピー関数
 まずはじめに，系統的に分割することによって作られるフラクタル集合を考えよう．ある球
の集合がmステップでM（m）個の球に分割されるとし，次のステップでそれらはそれぞれ分割
され，M（n＋1）個となるとする．特別た場合として，各々の球が毎回α個に分割されるときは
簡単に，N（m）＝αnとたる．一般に，M（m）はべき乗という形にたる必要はたいが，その場合
でも，1nα＝1im｛［1nM（m）／m］｝の極限値は存在するであろう．
      n一一〇〇
 さて，直径がムの球の分布に注目しよう．後でわかるように，ムではなく，1nみあるいはス
ケーリング変数
 （2．1）                         ε｛＝一（1nム）／m
の分布を考えるほうが自然である．mが大きくなると，みはゼロに近づくが，εゴは有限値にと
どまる．（2．1）式をZFexp（一mεε）と書げば，ε。はムに対するスケーリング指数とたってい
ることがわかる．
 スケーリング指数εがεとε十aεの問にある球の数を9（ε）aεと書けば，mが大きくたると
次のようなスケーリング形が期待される：
 （2．2）         9（ε）＝exP［mS（ε）1
S（ε）をステップ数あたりのエントロピー関数と呼ぼう．（2．2）式はフラクタル集合の基本的性
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質と考えることができる．逆に言えば，あるフラクタル集合はそのエントロピー関数s（ε）に
よって特徴づけられる．（2．2）式はエントロピーが示量変数であるという熱力学の基礎的性質
に対応している．実際，これは熱力学の存在に対する必要条件である．
2．2エントロピー関数の計算
 次式で定義される分配関数及び自由エネルギーを導入する：
                  M （2．3）               Z（β）＝ΣZダ
                 ㌃’
                ＝ΣeXP（一βmεゴ）
                 ｛＝1
（2．4）    ’F（β）一⊥1，Z（β）一⊥1n差e。。（一β、、ゴ）
                 m         m  ｛＝1
エントロピー関数はF（β）から求められることを示そう．（2．3）式の和を分布ρ（ε）を用いて
εについての積分に置き換えると，
（2．5） ・（β）一〃1ρ（ε）…（一β・ε）
  “ε…（・［・（ε）一βε1）
となる．mが大きい場合，（2．5）式の積分はS（ε）一βεの最大値によって，exp（m［S（〈ε〉）
一β〈ε〉］）のように書くことができる．εの極値を〈ε〉と書くと，
（・．・）     a義ε）1、、く、〉一β
を得る．ここで，〈ε〉はβによることに注意．自由エネルギーは（2．4）式と（2．5）式より
 （2．7）                    F（β）＝S（〈ε〉）一β〈ε〉
のように求められる．これはルジャンドル変換にほかたらたい．エントロピー関数がわかると，
（2，6）式及び（2．7）式からβとF（β）を決めることができる．一方，F（β）がわかれば，これか
らS（ε）と〈ε〉を決定することができる．そのためには（2．7）式をβについて微分すればよい．
（2．6）式を用いると，
 （2．8）                      〈ε〉＝二aF（β）／aβ
が得られる．（2．7）式及び（2．8）式より，エントロピー関数は次のようになる：
 （2．9）                S（〈ε〉）＝F（β）一β（aF（β）／∂β）
                       a                    ＝一β2川［F（β）／β］                       aβ
このように，一旦自由エネルギーがβの関数として求められれば，（2．8）式から＜ε＞が，（2．9）
式からε＝〈ε〉におけるs（ε）が計算できるわけである．
 ＜ε〉の意味を理解するために，（2．4）式を（2．8）式に代入すると，
                   w （2．10）                  〈ε＞＝Σε｛exP（一βmεゴ）／Z（β）
                   ‘三1
を得る．従って，＜ε〉はexp（一βmε｛）＝Z夕に比例する確率分布に関するεゼの平均であることが
わかる．
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 自由エネノレギーは，他の興味ある物理量に関する情報を含んでいる．例えば，以下の（2．11）
式で定義されるハウストノレフ次元は，自由エネルギーがゼロとなるβ。にほかならない．β＝β。
では，（2．7）式は∫（〈ε、〉）＝β。〈ε〉。となる．ここで，〈ε〉、はβ＝β。における〈ε〉の値である．
従って，球の数ρ（〈ε〉。）＝exp（mS（＜ε〉。））は次のようにたる．
 （2．11）                  9（〈ε〉、）＝exp［β。m〈ε〉、］＝〈Z＞；D・
ここで，〈Z〉、＝exp（一m〈ε〉、）であり，〈ε〉、はムに対する代表的たスケーリング指数とみたせ
る．
 2．3具体例：カントール集合
 古典的カントール集合は，区間［0，1］を以下のように分割することによって作ることがで
きる．まず，区間［0，1］の中央を取り除く．次に，残りの2つの区間各々について，中央の
1／3を取り除く．この過程を無限に繰り返すことによって，カントール集合が得られる．この操
作から，mステップにおけるカントール集合は2ηの分割された区間を持ち，その区間の長さは
3■ηであることがわかる．従ってこの場合，εは定数で，1n3である．自由エネルギーは（2．4）
式より
 （2．12）                  F（β）＝1n2一β1n3
のように求められる．エントロピー関数及びハウスドルフ次元は，∫（ε）＝1n2，DH＝1n2／1n3
とたる．
3．確率測度の乗ったフラクタル
 第2章の定式化を，確率測度を持つフラクタルの場合に拡張しよう．m番目の分割で，ゴ番目
の球がかという測度を持つとする．スケール指数αゴを導入すると，
 （3．1a）                             カゴ＝Z㌘
あるいは（2．1）式を使い，
                       1 1 （3．1b）                       α｛＝＿＿＿1n力｛
                       ε｛ m
となる．第2章と異なり，ここでは2つのスケール指数εとαの分布を考えたければならたい．
スケール指数εとαがそれぞれ，εとε十aε，αとα十aαの問にあるようだ球の数を9（ε，α）
と書こう．マルチフラクタルに対してmが大きい場合には，次のようだスケーリングが成り立
つことが期待されよう：
 （3．2）                       9（ε，α）＝exP（mQ（ε，α））
ここで，9（ε，α）は一般化されたエントロピー関数である（Kohmoto（1988））．
 Ha1sey et a1．（1986）に従って，次のようだ一般化された分配関数を考えよう：
 （3．3）              r（σ，β）＝ΣカラZ多
                   ＝ΣexP（一mε。（α〃十β））
一般化された自由エネルギー（Kohmoto（1988））は
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                        ！ （3．4）                 G（σ，β）＝一1nr（σ，β）
                        m
どたり，明らかに
                   Z（β）＝r（σ＝0，β）
 （3．5）
                   F（β）＝G（σ＝0，β）
のようだ関係があることがわかる．一般化されたエントロピーρ（ε，α）を用いると，（3．3）式
は次のように書ける：
（3．6） ・（α，β）一ルεμ…［・（Q（ε，α）一（αα・β）ε）1
（2．5）式と同様に，積分はQ（ε，α）一（αα十β）εの極値で支配され，（3．4）式は
 （3．7）             G（σ，β）＝Q（＜ε〉，〈α＞）一（〈α〉σ十β）〈ε＞
とたる．ここで，〈ε〉と〈α〉はQ（ε，α）一（αα十β）εの極大値を与える点である．従って，
（…）   ∂等α）1、＝〈、、、，く、〉一／σ／1・β
及び
                 ∂Q（ε，α） （3．9）                                      ＝〈ε＞σ
                   ∂α  、一く、。，α一くα。
とたる．このようにQ（ε，α）からG（ε，α）を求めることができる．逆に，G（ε，α）がひとたび
求まれば，〈ε＞，＜α〉及びρ（ε，α）は
                ∂（3・10）   〈ε〉・一万G（σ・β）
                  ∂（3・11）   〈α〉〈ε〉＝■万G（σ・β）
（・…）  ・（／1／，1α／）一・（1，β）一1∂G岳βLβ∂G島β）
によって計算することができる．（3．10）式と（3．11）式より，＜ε〉と〈α〉は
                   ∂    ∂ （3．13）          一＜ε〉＝一（＜α〉＜ε〉）                   ∂α   ∂β
により互いに関係づけられている．
 エントロピー5（ε）と一般化されたエントロピーとの関係は
（3．14） …［・・（1）1一∫・α…［・Q（1，α）1
となっている．Q（ε，α）がαに関して極大となるのはσ＝0のときであるから，∫（ε）は（3．12）
式でσ＝0とすることにより求められる．このことは（3．5）式からも容易に理解できる．
 S（ε）と同様に
（3．15） …［・∫’（α）1一∫・1…［・Q（ε，α）1
はαに関するエントロピーと考えることができる．Q（ε，α）がεに関して極大となるのはαo
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図L （a）ε一α平面におけるQ（ε，α）の概略図．一般化されたエントロピーQ（ε，α）は領域
   λCBDにおいてのみ，Q（ε，α）≠Oである．（b）α一β平面におけるQの概略図．点Q，λ，3，
   C，D及び亙は（a）の各点に対応する．
十β＝0が満たされるときであるから，（3．7）式と（3．15）式から
 （3．16）                  ∫’（α）＝G（α，β）
となる．ここで，σとβは
（3．17） 1∂Gxβ）・β∂G岳β）一・
の関係を満たし，αは
 （3．18）                       α＝’β／σ
で与えられる．
 図1（a）にQ（ε，α）の概略を示す．Q（ε，α）はε一α平面のある領域でQ（ε，α）羊Oである．
曲線λ0B上でQ（ε，α）はαについて極大となり，∫（ε）＝Q（ε，α）を与える．グβ平面でこ
れに相当する曲線は，図1（b）でα＝0である．エントロピーS’（α）はεについて極大値を与え
る曲線D0亙上のQ（ε，α）によって与えられる．σ一β平面でこれに相当する曲線は，αα十β＝
0である．曲線C亙D上ではG（ε，α）＝Oとなり，∫（α）は
                  ！（α）＝Q（ε，α）／ε
または
                  ！（α）＝∂Q（ε，α）／∂ε
により，Qから求められる．この曲線はα一β平面ではβ＝β。（α）に相当する．ハウスドルフ次元
はβ。（O）によって与えられる．
3．1臨界点
 第2章で，臨界値β、がハウスドルフ次元を与え，対応する〈ε〉、が代表的たスケール指数を
与えることを示した．今の場合，βの臨界値はσに依存し，
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 （3．19）                       G（σ，β、（α））＝O
とたる．β、（α）は一般化された次元の集合とみたすことができる．β。（σ）に対応するスケール指
数〈ε＞。は，αのある特別な値に対して代表的たスケール指数と考えられる．（3．7）式，（3．8）式
及び（3、王9）式よりQ（くε〉，〈α〉）は臨界点で
（3．20）
ρ（／l／・，／α／・）一∂Q（＜εl〈α〉・）1、一、∵l／・
の関係を満たすことがわかる．この微分方程式を解けば，
 （3．21）        Q（〈ε〉、，〈α＞、）＝＜ε〉、∫（〈α〉。）
を得る．ここで！（〈α〉。）は
（3．22）
∫（／α／・）一∂Q（くεl〈α〉・）1、、く、、。
により与えられる．（3．22）式を（3．8）式と（3．9）式に代入すれば，
 （3．23）                 ’、 ！（＜α〉。）＝＜α〉。σ十β。（σ）
及び
（3．24） a今チ）し、一σ
が得られる．さらに（3．23）式，（3．24）式から
                       aβ。（σ） （3．25）           〈α〉。＝一                        aσ
を得る．このように（3．19）式を解くことによりβ、（σ）がひとたび求まれば，〈α〉、及か！（＜α〉、）
は（3．23）式，（3．25）式から計算することができる．！（α）を用いると，球の数9（ε，α）は，
（3．2）式，（3．21）式から次のように表される：
 （3．26）                    g（ε，α）＝exp［m〈ε＞。！（〈α〉、）］
                   ＝〈z〉；州
ここで，〈Z〉、：exp（一m〈ε〉。）は代表的な長さである．（3．26）式を（2．11）式と比較すれば，∫（α）
（Ha1sey et a1．（1986））が一般化された次元の集合と考えられることが理解できよう．
 4． ま と め
 フラクタルのトポロシカルた性質のみを考える場合には，完全に統計力学のカノニカル分布
と対応する定式化が可能である．ところが，フラクタル上の確率分布を考える場合には，それ
を一般化し，2つのスケーリング指数α，εに関する統計力学的定式化を必要とする．この場
合，いわゆる！（α）関数だけではフラクタルを特徴づけるには不完全である（特別な場合のみ，
すなわち確率分布を一定にする分割，またはルベーグ測度を一定にする分割の場合は簡単にな
り，たまたまフラクタノレのスケーリング性を特徴づげるのに！（α）で十分である）．このようた
事情を理解する研究者はまだ非常に少なく，単に！（α）を計算するか，または不完全た統計力学
との類推を追求しているのが現状である．この意味で，この分野はさらに発展する可能性を持っ
ている．
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Statistica1Mechanics Forma1ism for Mu1tifracta1s
               Mahito Kohmoto
（The Institute for So1id State Physics，University of Tokyo）
    Fo11owing an ana1ogy to the forma1ism of statistica1machanics，entropy functions and
a free energy are used for mu1tifracta1s．These functions give a fu11description of the
sca1ing behaviors of mu1tifracta1s．The method of Ha1sey et a1．（1986）for characterizing
mu1tifracta1s can natura11y be interpreted by the use of these functions．For the invariant
set of a dynamica1system，these fmctions are furthermore re1ated to the measure－
theoretic（Ko1mogo1ov－Sinai）entropy，the topo1ogica1entropy，and the Lyapunov expo－
nent．
Key words：Mu1tifracta1s，entropy fmction．
